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Justifique todas as suas respostas!
Vocé pode usar tudo que foi feito em sala ou listas de exercicios; apenas
cite claramente quando o fizer. Vocé também pode usar uma questao da
prova na solucao de outra, desde que nao crie dependéncias circulares.

Questao 1. Fulaninho quer subir uma escadaria de n degraus fazendo uma
sequéncia de passos, sendo que cada passo pode ser “pulando nenhum degrau”
(i.e., pisando no proximo degrau acima de onde estd) ou pulando 1 degrau.
Chamemos os passos do primeiro tipo de “pula 07 e do segundo de “pula 1”.
Atencao: Fulaninho nao pode pular mais do que 1 degrau a cada passo!
Veja abaixo dois exemplos de subidas diferentes com n = 6 degraus.

pula 0, pula 1, pula 0, pula 1 pula 1, pula 1, pula 1

Seja E : N — N a funcdo tal que F(n) é a quantidade de maneiras
diferentes que Fulaninho tem para subir uma escadaria de n degraus. Vamos
combinar que E(0) =1 (pois a Gnica maneira de subir uma escadaria sem
degraus ¢ “nao fazer nada”).

a (2 pontos). Suponha que Fulaninho ja decidiu que quer subir uma esca-
daria de n = z 4 2u degraus fazendo exatamente z passos “tipo 07 e u passos
“tipo 1”. Encontre z e y (em funcao de z e u), tais que a quantidade de
maneiras que fulaninho pode fazer uma subida assim é

(2)



b (2 pontos). Sendo fibo : N — N a funcao de Fibonacci, dada por

fib ( ) n, sen<l1
ibo(n) =
fibo(n — 1) + fibo(n — 2), c.c.,

mostre que para todo n € N temos
E(n) = fibo(n + 1).

Dica: Encontre uma férmula recursiva para E e use indugao para provar
0 que a questao pede.

¢ (2 pontos). Prove que para todos naturais k < n temos
fibo(n 4+ 1) = (fibo(k + 2) - fibo(n — k)) + (fibo(k + 1) - fibo(n — k — 1))

Dica: Usando o item (b), podemos dar um argumento combinatoério olhando
para as subidas em escadaria com n degraus. Em cada subida, Fulaninho
pisa ou (exclusivo!) néao pisa no degrau k. (Dica da dica: Pense apenas em
termos de E primeiro, depois “converta” para fibo.)

d (2,5 pontos). Prove que para todo n € N temos

fibo(2n +2) = ii KZJ;U> (n X u)}

z=0 u=0
Dica: Novamente, considere uma escadaria com 2n + 1 degraus.

e Como essa quantidade é impar, para subir a escadaria Fulaninho usa
uma quantidade impar de passos do tipo “pula 0”, digamos 2z + 1.
Portanto ha um passo “pula 0” que é “central”’, no sentido que ele tem
exatamente z passos ‘“pula 0” antes e z passos “pula 0” depois.

e Nessa situacao de 2z + 1 passos “pula 07, quantos passos “pula 1” Fu-
laninho deu em sua subida completa?

e Antes do passo central, Fulaninho deu z passos “tipo 0” e alguma quan-
tidade u de passos “pula 17.

Questao 2 (2,5 pontos). Suponha que n pessoas estejam enfileiradas em
linha reta em alguma ordem fixa (que nao vai mudar ao longo dessa questao).
De quantas maneiras podemos escolher k < n pessoas da fila, de maneira
que dentre as pessoas escolhidas, nao haja nenhum par que estivesse em
posicoes consecutivas na fila?
Dica: experimente modelar a situacao desejada como uma equacao de
varias varidveis naturais com algumas restri¢oes.




