Ntumeros Inteiros e Criptografia 2023.1

Hugo Nobrega

Lista de Exercicios 3

Entregue todas as questoes marcadas com * até
12 de junho as 20:00
Em todas as questoes, vocé sempre pode usar tudo que foi feito em sala ou
que apareceu em listas de exercicios anteriores (mesmo questoes que vocé
nao tenha resolvido), mas deve citar claramente o que esta usando.

*Questao 1. Determine se existem naturais x, y, 2 que satisfagcam a equacao
12%.50° - 157Y = 107 - 768.

dica: 768 = 28 - 3.

Questao 2.

* a. Seja k > 2 um natural. Mostre que todos os ntumeros k! + 2, k! +
3,...,k!'+ k sdo compostos.

* b. Refute a seguinte conjectura sobre a “densidade” dos ntimeros primos:

“existe um natural m tal que, dentre quaisquer m naturais consecutivos,
sempre ha pelo menos um primo”.

*Questao 3. Sejam by e by naturais primos entre si. Mostre que para
qualquer d € N, temos: d é um divisor de bjby sse d = mdc(d,by) -
mdc(d, ba).

Questao 4. Sejan € N com n > 0. Prove que os primos que dividem n! sao
exatamente os primos menores ou iguais a n.

Questao 5. Sejam a,b > 2 numeros naturais. Ao longo desta questao,
suponha que as fatoragoes em primos de a e b sdo

l k
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* a. Em termos dessas fatoragoes, como podemos determinar se a é um
divisor de b ou nao? Em outras palavras, complete e prove a seguinte frase:

7

“alb sse

ki

onde em “...” vocé deve apenas falar sobre as fatoragoes em primos de a e

b.

b. Qual a fatoracao em primos de a - b?

* ¢. Suponha que a | b e que g > 2. Qual é a fatoragdo em primos de g?
d. Qual é a fatoragdo em primos de mdc(a, b)?

* e. Qual é a fatoracdo em primos de a??

* f. Dizemos que um numero real x é racional se existem inteiros y, z, com
z # 0, tais que y = x - z, ou em outras palavras, z = . Se 2 > 0, podemos
tomar y, z > 0 também. Prove o seguinte teorema.

Teorema. Para todo natural n > 2, temos:
\/n € um nimero racional sse \/n é um nimero natural.

‘ o , . - oy
Dica para uma das diregoes: Se \/n > 0 & racional, entdo /n = < para

algum par de naturais nao nulos y,z. Caso tenhamos z = 1, nada mais
. ~ 2 .

precisa ser provado. Senao, note que temos n = Z—Q Pelo item (e), o que

se sabe sobre as fatoracdes em primos de y? e 227 Pelo item (c), o que isso

implica sobre a fatoracao em primos de n?

* g, Prove que v/2 ndo é um namero racional. Vocé pode usar os seguintes
fatos: v/2 é um ntmero real e, para quaisquer reais z,y > 0, se x > y entao
2 > 2.

Questao 6. Considere as seguintes fungoes definidas para naturais positivos:
e w(n) = namero de fatores primos de n distintos.

e ()(n) = namero de fatores primos de n contando todas as repetigoes!

d(n) = quantidade de divisores naturais de n.

S(n) = soma dos divisores naturais de n.
° X(n) — n1234
e Y(n)=1234-n

(A letra w se chama “6mega mintsculo” e a letra €2 se chama “6mega maius-
culo”.)
Exemplos de valores das fungoes w, €2, d, S estdao dados na tabela abaixo:



’ n H fatoragao em primos ‘ w(n) ‘ Q(n) ‘ divisores naturais ‘ d(n) ‘ S(n) ‘

1 — 0 0 1 1

2 1 1 , 2 3

3 1 1 , 2 4

4 22 1 2 1,2, 4 3 7

8 23 1 3 1,2, 4,8 4 15
15 3.5 2 2 1,3,5 15 4 | 24
120 23.3.5 3 5 1,2, 3,4, 5,6, 8,10, 12, 16 360

15, 20, 24, 30, 40, 60, 120

Dizemos que uma fungao f: N — N é:

e aditiva se, para todos n,m € N~ {0}:

se mdc(n,m) =1 entao f(n-m) = f(n)+ f(m).

e completamente aditiva se, para todos n,m € N~ {0}:

f(n-m) = f(n)+ f(m).

e multiplicativa se, para todos n,m € N~ {0}:

se mdc(n,m) =1 entao f(n-m) = f(n)- f(m).

e completamente multiplicativa se, para todos n,m € N~ {0}:

fn-m) = fn)- f(m).

Para cada uma das fungoes w, 2, d, S, X e Y definidas acima, e para
cada uma das propriedades aditiva, completamente aditiva, multiplicativa e
completamente multiplicativa, diga se a funcdo tem a propriedade ou nao,
provando cada caso positivo e dando um contra-exemplo para cada caso
negativo. (Dica: poupe um bocado do seu trabalho: argumente que uma
fungao ser completamente aditiva ja implica que ela seja aditiva [também
use a contrapositiva dessa implicag¢ao!|, e analogamente para completamente
multiplicativa e multiplicativa. Em um dos itens, pode ser util usar a Ques-

tao 3 acima.)



