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Lista de Exercicios 1

As entregas podem ser feitas em duplas, mas lembre-se que
nao podera haver repeticao de duplas em listas diferentes!
Entregue todas as questoes marcadas com * até
13/5 as 20:00

Questao 1. Como vimos em aula, intuitivamente, se C e D sao catego-
rias, entao “apenas colocar copias de C e D lado a lado, sem interagoes
entre elas” também parece ser uma categoria.

Dé uma descricao precisa dessa construgao e prove que o resultado
de fato é uma categoria. Para facilitar, vocé pode assumir que os objetos
e setas de C ndo aparecem em D (i.e., as categorias sdo completamente
“disjuntas”).

Questao 2. Se uma categoria tem exatamente n objetos. ..
a. existe uma quantidade minima de setas que ela deve ter?

b. existe uma quantidade mdzima de setas que ela pode ter?

Questao 3. Um monoide é uma estrutura (M, *,e) de assinatura “1
universo, 1 operagao binaria, 1 constante”, satisfazendo os seguintes axi-
omas:

e “associatividade™ (z*xy)*z=x* (y* z)
e “elemento neutro” rxe=xr=ex*xx

a. Dé a definicao de “homomorfismo de monoides”.




b. Agora seja (M, *,e) um monoide qualquer. Prove que a seguinte
especificacao é uma categoria:

e Objetos: apenas um, e

e Setas: os elementos de M

dom, cod: fungoes constantes com saida e para qualquer entrada

e id(e) = o elemento neutro e do monoide

composta: a operagao * do monoide
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c. Agora seja C uma categoria qualquer. Prove que, para qualquer
objeto X de C, temos que (M, *,e) é um monoide, onde

M
*x = a composta de C restrita a M
e = a identidade de X em C.

colegao das setas de C com dominio e contradominio X

* d. Prove que homomorfismos entre monoides (vistos da forma usual)
“sao0 o mesmo”’ que funtores entre os monoides vistos como categorias
(como descrito no item (b)): pode-se fazer cada homomorfismo corres-
ponder a exatamente um funtor, e cada funtor também corresponder a
exatamente um homomorfismo, de maneira que essas correspondéncias
sejam inversas uma da outra (partindo de um homomorfismo, indo para
o funtor correspondente, e depois para o homomorfismo correspondente
a esse, volta-se ao homomorfismo original, e analogamente comecando-se
em um funtor).

*Questao 4. Seja Setﬁg a categoria onde os objetos sdo os conjuntos
finitos, as setas sdo as fungoes injetivas entre conjuntos finitos, e o res-
tante como usual para funcoes.

Seja também Nat¢ a categoria “poset” definida a partir dos nimeros

naturais e sua ordem < usual [lembrete: os objetos sdo os naturais, e




entre cada par de naturais n, m colocamos uma seta sse® n < m|.

Definimos um funtor F' :: Setﬁf} — Nat< da seguinte forma: para
cada objeto X de Setﬁﬁ, definimos F'(X) := a quantidade de elementos
de X. Complete a definigao e prove que o resultado é de fato um funtor.

%se, e somente se

*Questao 5 (“Funtor preimagem”). Prove que a seguinte definigao é
um funtor. Definimos pP™ :: Set — Set? da seguinte forma.

e Dado um objeto X da categoria Set, definimos

PP (X) := p(X) = conjunto das partes de X

e Dada uma seta f :: X — Y da categoria Set, temos que definir
uma seta

EPE(S) = (X)) = (Y,

na categoria Set°?, o que é a mesma coisa que uma seta

EPE(S) = pP(Y) = pP(X),

na categoria Set.

Em outras palavras, precisamos definir uma fungao de p(Y’) para
©(X)! Fazemos isso definindo, para cada A € p(Y):

(P (NA) = fH Al ={z € X ; f(z) € A}

= “a pré-imagem de A por f”.

Questao 6 (Subestruturas). Dadas duas estruturas 9t e 91 de uma
mesma, assinatura, dizemos que 9N é uma subestrutura de I se:

e Para cada universo U na assinatura, a sua interpretacao Uy em
<M é um subconjunto da interpretacao Uy em .

para todo universo U na assinatura: Usn C U

e para cada operagao na assinatura, realizar a operagao em elemen-
tos de M de acordo com a interpretacao de 91 para a operacgao da
no mesmo que operar os mesmos elementos, mas usando a inter-




pretacao de O para a operagao.

para toda operacao op na assinatura e todos x,vy, ...,z em I:

OPQﬂ(mvyv"' 72) = Op‘ﬁ(xayv"' 72)

e para cada relagao na assinatura, e para quaisquer elementos de
N, se esses elementos estao relacionados de acordo com a inter-
pretacao de 9 para a relagao, entdo o mesmo vale se usarmos a
interpretacao de 91 para a relacao.

para toda relacao R na assinatura:
se x,,...,z estao relacionados de acordo com Rgy

entao x,, ...,z estdao relacionados de acordo com Ry

e para cada constante na assinatura, as interpretacoes de 9t e de N
para a constante coincidem.

para toda constante ¢ na assinatura: Com = O

Por exemplo, um monoide (M, x, e) é uma subestrutura (nesse caso,
um “submonoide”) de um outro monoide (N, #, f) quando:

e cada elemento de M é também um elemento de N
e para todos z,y € M, temos xxy = x#vy
e temos e = f.

Assim o monoide (N, x, 1) é um submonoide de (R, x, 1), mas ndo é um
submonoide de (N, +,0).

a. Dé a definicao “por extenso” da nocao de quando uma categoria é
subestrutura de outra.

* b. Dados conjuntos X e Y, se X CY entao chamamos de inclusao a
fungao inc :: X — Y definida por inc(z) := x para todo z € X.

Assim, a tnica diferenga entre inclusio e (fungao) identidade é que
na identidade o dominio e contradominio devem ser os mesmos, mas isso
nao precisa ser verdade para a inclusao.

Prove que uma estrutura é subestrutura de outra sse® o mapa. for-
mado por inclusdes para todos os universos da assinatura é um homo-
morfismo entre as estruturas.

%se, e somente se”




Questao 7. Sejam C e D as categorias da figura abaixo:
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Note que a tnica diferenca entre as categorias é na definicao de com-
posta.

* a. Quantos funtores ha de C para D?

b. Dé uma explicagao “intuitiva” (informal, porém clara) do que devem
ser funtores de C para Set e de D para Set.

c. Dé dois exemplos diferentes de funtores de C para Set

* d. Dé dois exemplos diferentes de funtores de D para Set

Questao 8. Prove ou refute:

a. De qualquer categoria para qualquer categoria sempre existe pelo
menos um funtor.

b. Dadas quaisquer categorias C e D, se D tem pelo menos um objeto
entdo existe pelo menos um funtor de C para D.

Questao 9. Seja G = (V, A) um grafo direcionado e considere a cate-
goria “vértices e passeios” construida a partir de G como visto em sala.

Prove que os tinicos isomorfismos desta categoria sao as setas iden-
tidade de cada objeto.

Questao 10. Prove que os seguintes pares de objetos nas categorias
dadas sao isomorfos:

* a. Em Cat, a categoria poset dos naturais divisores de 30 com a relacao
de divisibilidade, e a categoria poset dos subconjuntos de {0, 1,2} com
a relagao de subconjunto.




b. Em Mon, o monoide das palavras finitas de um alfabeto de 1 letra
com a operacgao de concatenacgao e constante “palavra-vazia”, e o monoide
dos naturais com operacao de soma e constante 0.

* ¢. Em Mon, o monoide dos nimeros reais com operacao de soma e
constante 0, e o monoide dos ntimeros reais estritamente positivos, com
operagao de multiplicacao e constante 1.

d. Em Set, o conjunto p(N) [o conjunto das partes de N, i.e., o conjunto

cujos elementos sao todos os subconjuntos de N| e o conjunto de todas
as sequéncias infinitas de Os e 1s, i.e., o conjunto de todas as func¢oes
N — {0,1}.




