Logica e Computabilidade 2025-1

Hugo Nobrega

Lista de Exercicios 3

As entregas podem ser feitas em duplas, mas lembre-se que
nao podera haver repeticdo de duplas em listas diferentes!
Entregue todas as questoes marcadas com * até
14 de julho as 20:00.

Em https://www.hugonobrega.com /logica/turing.py vocé encontra um
simulador de Maquinas de Turing em Python. Nesse programa, representa-
mos simbolos por strings de comprimento 1, palavras por strings de compri-
mento qualquer e estados por strings nao-vazias. Use-o chamando a fungao
executa(entrada, (estado_inicial, estados_terminais, transig8o)),
onde

e entrada é a palavra de entrada
e estado_inicial é o estado inicial
e estados_terminais é o conjunto de estados terminais

e transigdo é um dicionario representando a funcao de transicao da méa-

quina; a chave

(simbolo_lido, estado_atual)
estar associada ao valor

(simbolo_escrito, novo_estado, movimento)
significa que ao ler simbolo_lido no estado estado_atual, a mé-
quina deve escrever simbolo_escrito, passar ao estado novo_estado
e mover-se de acordo com movimento. As strings ‘«’ e ‘e’ indicam
movimento para a esquerda; as strings ‘—’ e ‘d’ indicam movimento
para a direita; qualquer outra string indica que a méquina deve ficar
parada.

Vocé pode, mas nao é obrigado a usar esse programa sempre que
desejar nas questoes dessa lista. Em questoes onde vocé deve escrever uma
Méaquina de Turing, é aceitével (e desejavel, mas nao obrigatorio) que vocé
submeta o c6édigo em Python que represente a méquina desejada.

Questao 1. Em cada item abaixo, escreva uma Maquina de Turing que
aceite a linguagem dada.


https://www.hugonobrega.com/logica/turing.py

a. {w € {x,y}* ; as quantidades de x’s e de y’s em w s@o iguais}.
b. {w e {z,y,2}*; Ine N.w=a"y"2"}

* c. {w € ¥* ; w é um palindromo} (um palindromo é uma palavra que é
igual ao seu proprio reverso, i.e., é uma palavra que é igual lida de frente
pra tras ou de trés pra frente, como “socorram-me, subi no 6nibus em Mar-
rocos” se vocé ignorar acentos, pontuagao, espagos e se as letras sao maits-
culas/minusculas).

*Questao 2. Considere a Maquina de Turing que tem estado inicial ¢,
estado terminal gy, e a seguinte funcao de transigao:

’ ao ler ‘ no estado H escreva | va para o estado | ande para

0 ) X ) —
1 90 X Q1 —
0 Q1 X q2 —
1 Q1 X Q1 —
0 q2 X q2 —
1 72 X q3 —
B q2 X qr —
0 q3 X ) —
1 q3 X q3 —
B qs3 X qf —

Descreva de maneira clara e sucinta a linguagem L C {0,1}* que essa Ma-
quina de Turing aceita.

Questao 3. Considere a seguinte nocao levemente alterada de Maquina de
Turing:

Definicao. Um enumerador é uma Maquina de Turing com 2 fitas, uma
chamada fita de trabalho e a outra chamada fita de enumeragdo, e um
estado especial chamado estado de enumeragao (que nao é terminal).

A ezecucao de enumerag¢io de um enumerador £ comega com ambas
as fitas vazias. Durante essa execucao, sempre que E entra no estado de
enumeracao, se as células nao-vazias da fita de enumeracao formam um
bloco contiguo, consideramos que a palavra formada por essas células
foi enumerada.

Note que a execucao de enumeracgao de E pode enumerar diversas, talvez
infinitas, palavras (a execuc@o pode, ou nao, terminar).

Prove que uma linguagem L C {0, 1}* é recursivamente enumeravel (i.e.,
aceita por alguma Méaquina de Turing comum) se, e somente se, existe um
enumerador F tal que L é exatamente o conjunto das palavras enumeradas
por E.



Questao 4. Diga se cada uma das linguagens abaixo é decidivel (i.e., reco-
nhecida por alguma Maquina de Turing que sempre para) ou nao, e prove
sua resposta.

* a. PAssos := {c € {0,1}* | ¢ codifica alguma maquina M, alguma
entrada x para M e algum n € N, tais que M para em no maximo n passos
quando executada com entrada x}

* b. FINITO := {c € {0,1}* | ¢ codifica maquina M tal que M aceita
apenas uma quantidade finita de entradas}

c. EQUIVALENTES = {c € {0,1}* | ¢ codifica méaquinas M e N que
aceitam exatamente as mesmas entradas}

Questao 5. Seja f : ({0,1}*)" — {0,1}* uma fungao n-aria parcial (i.e.,
uma fungao cujas saidas sdo sempre elementos de {0, 1}* e cujos argumentos
de entrada sao (algumas, talvez todas as) n-uplas de elementos de {0,1}%).
Dizemos que uma Maquina de Turing M computa f se:

e M tem como alfabeto de entrada {0, 1, #};

e M tem pelo menos 2 fitas: uma fita de entrada e uma fita de saida,
mais alguma quantidade finita (talvez zero) de fitas de rascunho;

e 10 inicio de qualquer execugao de M, todas as fitas exceto a de entrada
estao vazias;

e quando (cg,...,cn—1) € ({0,1}*)" é uma entrada possivel para f, en-
tao M chega a um estado terminal quando executada com co#ci# - - - #cp—1
inicialmente na fita de entrada;

e quando (cg,...,cp—1) € ({0,1}*)™ é uma entrada possivel para f, e
M é executada com co#ci# - - - #c,_1 inicialmente na fita de entrada, entao
quando M chega ao seu estado terminal, o conteido da fita de saida é exa-

tamente f(co,...,Cn-1)-
Note: quando (cg,...,cn—1) € ({0,1}*)" nao é uma entrada possivel para
f e M & executada com (c, ..., c,—1) inicialmente na fita de entrada, nada

afirmamos sobre o comportamento de M (nao importa o que acontece nesse

caso)! Além disso, a maquina pode usar no seu alfabeto de fita quaisquer

outros simbolos além de 0,1, #, B (“blank”, simbolo representando o vazio).
Prove que as fungoes a seguir sdo computaveis:

a. “Sucessor em base unaria™ f(1%) = 1¥*1. Aqui, f s6 tem como entradas
pares de palavras sem ocorréncias de 0.

* b. “Soma em base unaria”: f(1%,1¥) = 1*t¥. Aqui, f s6 tem como entradas
pares de palavras sem ocorréncias de 0.

c. “Dobro em base unaria” f(1%) = 12*. Aqui, f s6 tem como entradas
palavras sem ocorréncias de 0.



* d. “Sucessor em base binaria™: f(c) é o binario que representa o sucessor
do nimero natural cuja representacao binaria é ¢. Aqui, f tem como entrada
qualquer ¢ nao-vazia.

e. “Dobro em base binaria” f(c) é o binario que representa o dobro do
nimero natural cuja representacao binéria é c. Aqui, f tem como entrada
qualquer ¢ nao-vazia.

. P 1 . .
* f. “Fatorial em base unaria” f(1") = 1™, sendo n! o fatorial de n. Aqui,
f s6 tem como entradas palavras sem ocorréncias de 0.

*Questao 6. Dé exemplo de funcao parcial f : ({0,1}*)” — {0, 1}* que néo
seja computavel, para algum n € N (e prove que ela ndao é computével).

Questao 7 (Busy Beaver, o “castor ocupado”). E fato (e vocé ndo precisa
provar!) que para cada n € N, existe uma quantidade finita de Maquinas de
Turing M satisfazendo:

e M tem exatamente n + 1 estados, sendo 1 deles o estado terminal;

e M tem apenas 1 fita;

e M tem alfabetos de entrada {1} e de fita {1, B};

e quando executada com sua fita vazia (i.e., com B em todas as células),
M sempre chega ao estado terminal ap6s um ntimero finito de passos.

Assim, para cada n € N, ha uma méaquina com essas propriedades que
deixa uma quantidade mdzima de 1s escrita na fita ao parar (ndo necessari-
amente todos juntos); chamamos de nimero de Busy Beaver de n, denotado
BB(n), essa quantidade (algumas fontes usam a notagdo ¥(n) para o que
estamos denotando por BB(n)). Até hoje so6 se conhecem os valores exatos
de BB(n) para n < 4. Por exemplo, BB(3) = 6, BB(4) = 13, BB(5) > 4098,
e BB(6) certamente nao caberia nessa pagina: ele ¢ maior do que o nimero

10 71 15 := 10 elevado a (10 elevado a (10 elevado a (... elevado a 10)))

com 15 nimeros 10 aparecendo na expressao!

* a. Encontre (e prove que estao corretos) os valores de BB(0) e BB(1).

* b. Prove que BB(2) > 4.



