Numeros Inteiros e Criptografia, 2021.2

Lista de Exercicios 3

Submeta as solugdes das questoes marcadas com * salvando um
arquivo na sua pasta no Google Drive'

Data limite para entrega: 31/1 as 18:00

Em qualquer questao, vocé pode usar tudo que foi visto em aula (a nao ser que a
questao proiba isso) ou qualquer outro exercicio das listas, desde que seja claro na sua
referéncia do resultado que esta usando, e desde que nao crie dependéncias circulares.

*Questao 1. Determine se existem naturais z,y, z > 0 que satisfacam a equa-
¢ao 3% - 5% - 39Y = 195°.

Questao 2.

a. Seja k > 2 um natural. Mostre que todos os nameros k!+2, k!+3,... k!+k
sao compostos.

b. Refute a afirmacao:

“existe um natural m tal que, dentre quaisquer m naturais consecutivos,
sempre ha pelo menos um primo”.

Questao 3. Seja n > 2 um natural. Determine todos os fatores primos de n!.

Questao 4. Dado um natural n > 0, seja d(n) o numero de divisores positivos
de n.

Dizemos que um natural m > 0 é altamente composto se d(k) < d(m) é
verdade para todo natural positivo k& < m. Por exemplo, como d(1) = 1,
d(2) =2=4d(3) e d(4) = 3, temos que 1, 2 e 4 sdo altamente compostos mas 3
nao é.

* a. Implemente em Python uma func¢ao que, tendo como entrada um inteiro
positivo n, retorna a lista de todos os niimeros altamente compostos menores
ou iguais a n. (Nota: submeta sua solugdo adicionando o arquivo-fonte .py a
sua pasta no Drive.)

* b. Determine quantos nimeros inteiros positivos altamente compostos existem
até (incluindo, se for o caso) 5000.

Questao 5. Dizemos que um ntmero real x é racional se existem inteiros a, b,

com b # 0, tais que r = 7.

fLink recebido por email em 8/12/2021. A pasta tem um nome similar a <seu nome> -
Cripto 2021.2 - Submissdes e Feedback; em caso de qualquer divida entre em contato com
o professor.



a. Seja a > 2 um nimero natural. Se a decomposicao de a em fatores primos é

k
o1l
=0

qual é a decomposicdo em fatores primos de a2?
b. Prove o seguinte teorema.

Teorema. Para todo natural n, temos:
/1 € um nimero racional sse \/n é um nimero natural.

Dica: Se \/n > 0 é racional, entdo \/n = § para algum par de naturais nao

nulos a,b. Logo n = ‘;—z Pela questao 5(a), o que se sabe sobre as fatoragoes
em primos de a? e b2? O que isso implica sobre a fatoracdo em primos de n?

*Questao 6. Sejam by e by naturais primos entre si, i.e., tais que mdc(by, by) =
1. Mostre que um natural d é um divisor de b1by sse d = mdc(d, by) - mdce(d, ba).

*Questao 7. Considere as seguintes fung¢oes definidas para naturais positivos:
e w(n) = namero de fatores primos de n distintos.
e (n) = namero de fatores primos de n contando todas as repeticoes!
e d(n) = quantidade de divisores naturais de n.
e S(n) = soma dos divisores naturais de n.
o X(n)=n!2
e Y(n)=1234-n

(A letra w se chama “0mega minasculo” e a letra 2 se chama “6mega maiasculo”.)
Exemplos de valores das fungoes w, €2, d, S estdo dados na tabela abaixo:

’ n H fatoragdo em primos ‘ w(n) ‘ Q(n) ‘ divisores naturais ‘ d(n) ‘ S(n) ‘
1 — 0 0 1 1 1
2 2 1 1 1,2 2 3
3 3 1 1 1,3 2 4
4 22 1 2 1,2,4 3 7
8 23 1 3 1,2, 4,8 4 15
15 3.5 2 2 1,3,5 15 4 | 24
120 2.3.5 3 5 | 1,23, 4,568 10,12, | 16 | 360
15, 20, 24, 30, 40, 60, 120

Dizemos que uma funcao f: N — N é:
e aditiva se, para todos n,m € N~ {0}:

se mdc(n,m) =1 entdo f(n-m) = f(n)+ f(m).



e completamente aditiva se, para todos n,m € N~ {0}:
fn-m) = f(n) + f(m).
e multiplicativa se, para todos n,m € N~ {0}:

se mdc(n,m) =1 entao f(n-m) = f(n)- f(m).

e completamente multiplicativa se, para todos n,m € N~ {0}:
f(n-m)= f(n)- f(m).

Para cada uma das fungoes w, €2, d, S, X e Y definidas acima, e para cada
uma das propriedades aditiva, completamente aditiva, multiplicativa e comple-
tamente multiplicativa, diga se a fungao tem a propriedade ou nao, provando
cada caso positivo e dando um contra-exemplo para cada caso negativo. (Dica:
poupe um bocado do seu trabalho: argumente que uma funcao ser completa-
mente aditiva ja implica que ela seja aditiva [também use a contrapositiva dessa
implicagao!], e analogamente para completamente multiplicativa e multiplicativa.
Em um dos itens, pode ser ttil usar a Questao 6 acima.)



